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Sur l'intégration des équations différentielles
holomorphes réduites en dimension deux
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Resumé. Le probléme auquel on s’intéresse consiste & détecter parmi les formes
réduites & l'origine de C? celles qui possédent des intégrales premicres liouvilliennes
ou appartenant & la classe de Nilsson. Pour cela, on étudie I'espace des modules
associé & une telle forme.
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Abstract. The problem we are interested in consists in listing the reduced forms at
the origin of C? having a first integral of the liouvillian or Nilsson type. For: this, we
are led to study the moduli space associated to such a form.
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0. Introduction

Il est bien connu que les singularités des équations différentielles holo-

morphes 3 Dorigine de C? sont désingularisables : on se raméne par une

suite finie d’éclatements ponctuels a des équations modeles dites réduites
ou simples. Le probleme auquel on s’intéresse consiste a4 détecter parmi
ces derniéres celles qui possedent des intégrales premiéres appartenant

a I'une des deux classes suivantes.

1. La classe de Nilsson : elle est constituée des fonctions multiformes
ayant un espace de déterminations de dimension finie sur C et qui
sont & croissance modérée le long d'une hypersurface analytique. Ces
fonctions correspondent naturellement aux objets que 'on obtient
par prolongement analytique, leur nature est plutot géométrique.
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2. La classe de Liouville : elle renferme des fonctions qui appartiennent
a une extension différentielle du corps des fonctions méromorphes
obtenue par adjonction d’éléments algébriques, de primitives et d’ex-
ponentielles de primitives et par itération finie de telles opérations.
Résoudre une équation différentielle a variables séparées ou linéaire
avec second membre releve par exemple de tels procédés. Dans ce
cas, les objets étudiés sont de nature plus algébrique.

On rameéne trés vite le probleme a des calculs de modules : en effet,
les formes normales formelles des germes réduits possedent toutes des
intégrales premiéres Nilsson ou Liouville et il s’agit de déterminer les
normalisations qui préservent I'existence de ces intégrales premiéres.

Nous montrons dans la premiére partie de cette étude qu’en présence
d’intégrales premieres dans la classe de Nilsson, les équations considérées
sont analytiquement normalisables (i.e. les modules sont triviaux).
Nous donnons de plus 'écriture explicite de ces intégrales par le biais
d’un théoréme de factorisation.

Le cas Liouville auquel est consacré la seconde partie est plus riche :
il existe des équations réduites possédant des intégrales premieres liou-
villiennes et non analytiquement normalisables (I'’équation d’Euler en est
un exemple). Un tel phénomene ne se produit que pour des équations
résonnantes (dégénérées ou non) et la démarche que 'on adopte alors
consiste & mettre en évidence les contraintes qu’'impose la présence d’un
facteur intégrant généralisé sur les modules de I’holonomie pour la clas-
sification formelle - analytique. On obtient dans un premier temps la
description compléte des modules pouvant éventuellement intervenir (ce
sont des couples formés de I'identité et de ramifications d’homographies
et inversement); dans un second temps on s’intéresse & leur réalisation
effective. On dresse alors la liste exhaustive des formes résonnantes
dégénérées répondant & la question initiale. On discute ensuite du cas
non dégénéré.

Ce travail s’inscrit dans l'effort de compréhension de ce que peut
étre un (pseudo) groupe de Galois pour une équation différentielle non
linéaire du premier ordre. - Sa motivation premiere est de déterminer
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les restrictions auquelles sont assujettis ces (pseudo) groupes lorsque
les équations considérées possedent des solutions “calculables”. Nous
introduisons & la fin de ce texte une notion de pseudo groupe de Galois
pour un germe de difféfomorphisme résonnant et montrons, de fagon
heuristique, comment les résultats mentionnés ci-dessus pourraient se
“synthétiser” dans I’énoncé : un germe d’équation différentielle réson-
nante (dégénérée ou non) admet une intégrale premiere liouvillienne si et
seulement si le pseudo groupe de Galois du difféomorphisme d’holonomie
de sa séparatrice x = 0 est résoluble.

Signalons pour terminer deux références “historiques”, [10] et [1], ou
l'on trouve déja mentionnéees, parfois de fagon tres elliptique, certaines
des questions qui nous ont préoccupés.

Nous remercions D. Cerveau et R. Moussu pour leurs avis et sugges-
tions a propos de ce texte.
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1. Rappels et définitions

Nous nous intéressons & des germes w = 0 d’équation différentielle tels
que le 1-jet de w s’écrive dans un systéme de coordonnées adéquat
et & unité prés : jlw = ydzr + A\zdy ol A est un nombre complexe
n’appartenant pas & (Q7)*. De tels germes sont traditionnellement appe-
16s réduits ou simples. Leur étude est motivée par le fait qu’ils appa-
raissent comme modeles finaux de désingularisation ([8]).

1.1. Linéarisation et normalisation

11 est bien connu que w est analytiquement linéarisable dés que A est dans

le domaine de Poincaré, i.e. A & RY. Lorsque A est dans le domaine de

Siegel, i.e. A € R+, il faut distinguer trois cas.

1. Lorsque )\ est rationnel, éventuellement nul, I’équation est dite
résonnante. La linéarisation (analytique ou formelle) est impossi-
ble en général.

2. Lorsque A n’est pas rationnel et satisfait les conditions diophan-
tiennes de Brujno, le germe d’équation w = 0 est analytiquement
linéarisable.

3. Lorsque A n’est pas rationnel et ne satisfait pas les conditions dio-
phantiennes de Brujno, on ne peut que linéariser formellement
I’équation, la présence de petits diviseurs entrainant des divergen-
ces.

Un germe w de 1-forme holomorphe a l'origine de C? est résonnant
dégénéré si son 1-jet s’écrit dans un bon systéme de coordonnées: j Ly =
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ydz (il s’agit du cas o A est nul). On dispose pour un tel germe d'une
mise sous forme normale analytique du type
wo = " dy — A(z,y)dz, A0,y) =py, peC,
et d’une mise sous forme normale formelle du type
wr = "y — y(1 + pa®)dz, peC.

On constate en particulier que la droite z = 0 est une séparatrice. On
notera h son difféomorphisme d’holonomie évalué sur la transversale
y = 1. Il résulte des travaux de J. Martinet et J.-P. Ramis que w est
analytiquement isomorphe & sa forme normale formelle si et seulement
si h est holomorphiquement conjugué au difféomorphisme
hy=exp <——“—2mZk+l g)
1+ pzk 0z

holonomie de wy.

Lorsque A = ¢/p ou q et p sont deux entiers positifs premiers entre
eux, on dit que w est résonnant non dégénéré (ou simplement réson-
nant). Dans ce cas, il existe une mise sous forme normale analytique

wa = pydz + qz(1 + (z"y")* Az, y))dy
et une mise sous forme normale formelle
wy = p(1 + (u— 1)(zPy)*)ydz + q(1 + paPy?)")zdy .

Contrairement au cas dégénéré, le germe w posséde toujours deux sé-
paratrices d’équation z = 0 et y = 0. Le difféomorphisme h; de la
séparatrice z = 0 de wy évalué sur la transversale y = 1 a pour expression
) ) Pkt 9
hy = e 27 Pegp | 2im————
1+ (N‘l)pzpk Oz
q
Notons encore que ’équation wy = 0 est I'image réciproque de I'équation

wr = (1+ (u— 1)(zy))ydz + 1 + plzy)F)zdy = 0

par la ramification (z,y) — (2P, y?).
Par ailleurs, deux formes résonnantes non dégénérées sont holo-
morphiquement (resp. formellement) conjuguées si et seulement si les
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difféomorphismes d’holonomie correspondants sont holomorphiquement,
(resp. formellement) conjugués.

1.2. Intégrales premiéres dans la classe de Nilsson

Soit U un polydisque de C2 centré & I'origine et soit S une hypersurface
analytique de U dont une équation est s(x,y) = 0. Une fonction f est
dans la classe de Nilsson sur U relativement & S si f est multiforme
de détermination finie sur U \ S et & croissance modérée le long de S.
Précisons ce dernier point. Une fonction f multiforme sur U \ S est
a croissance modérée le long de S sl existe un entier N strictement
positif tel que pour toute détermination f,, de f, po appartenant &
U\ S, il existe une suite de réels positifs (km)men vérifiant: pour tout
prolongement analytique f,; , de fp, le long d’un chemin 7y contenu dans
U\ S avec y(0) =pg et y(1) =g, on a

proﬁ(q)‘ < kInd('y) |3(Q)‘_N

Comme cas particulier, signalons qu’une fonction uniforme sur U \ S
a croissance modérée le long de S n’est rien d’autre qu’une fonction
méromorphe sur U a poles sur S.

Dans le cas o1 S est une hypersurface & croisement normal, on dis-
pose d’une écriture explicite pour les fonctions dans la classe de Nilsson.
Ceci résulte du théoréme classique suivant.

Théoréme 1.1. Si f est une fonction dans la classe de Nilsson sur U
relativement d une hypersurface S d’équation xy = 0 elle s’écrit

P
f@,9) Y ai(z,y)(logz)™i(logy) iz®iy’
=1

ou les a; sont des fonctions holomorphes sur U, m; et n; sont des entiers,
a; et B; des nombres complexes. Lorsque S est Uhypersurface d’équation
x =0, on a pour tout i, n; = §; = 0.

Nous appelons dans la suite intégrale premiére Nilsson d'un germe
w de 1-forme holomorphe la donnée d’une fonction f dans la classe de
Nilsson d’un ouvert U relativement & une hypersurface S avec les deux
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conditions suivantes : w possede un représentant sur U et w A df = 0.

1.3. Intégrales premiéres liouvilliennes

Notons C(z, y) le corps des fonctions méromorphes a l'origine de C? muni
des dérivations (8;,dy). Une extension lLouvillienne du corps différentiel
C(z,y) est une extension différentielle (K, A) telle que

C(CC, y) - (KlaAl) C...C (KmAn) = <K7 A)

ou
o le corps des constantes de (K, A) est C et A;/K;_1 = A;.
e Le corps K; = K;_1(t;) est une extension différentielle de K, 1 de
I'un des types suivants:
1. ¢; est algébrique sur K;_1;
2. pour toute dérivation 6 de A;, 8t;/t; est un élément de K;_i;
3. pour toute dérivation ¢ de A;, 6t; est un élément de K;_ ;.
Une fonction liouvillienne est par définition une fonction appartenant
& une extension liouvillienne de C(z, y).

Exemple. Les fonctions dans la classe de Nilsson d’un ouvert U relati-
vement & une hypersurface a croisement normal sont licuvilliennes.

De méme que dans le cas Nilsson, une intégrale premiére liouvillienne
d'un germe w de 1-forme différentielle holomorphe & l'origine de c?
est une fonction liouvillienne f qui satisfait w A df = 0. Le théoréme
suivant est du & M. Singer ([12]), la version locale que nous utilisons est
démontrée dans [13].

Théoréme 1.2. Si un germe w de I-forme holomorphe d lorigine de
c? possede une intégrale premiére liowvillienne, il existe un germe n de
1-forme méromorphe fermée tel que dw = n A w.

On dit alors que le germe 7 est un facteur intégrant généralisé de w.

Remarque. Le facteur intégrant généralisé n est unique lorsque w ne
possede pas de facteur intégrant méromorphe.

Considérons un germe w = 0 d’équation différentielle réduite & 1’ori-
gine de c? possédant une intégrale premiere liouvillienne. Quitte & mo-
difier les coordonnées, on se rameéne au cas ol la séparatrice analytique
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de w est la droite z = 0 et le difféomorphisme A d’holonomie de cette
derniére est évalué sur la droite y = 1. Il existe d’aprés le théoréme de
Singer un germe 7 de 1-forme méromorphe fermée tel que la forme
w
= ezp(f n)
soit fermée. Notons (g la restriction de 3 & la droite y = 1. Le résultat
suivant est évident.

Lemme 1.3. Il existe un nombre complexe cp, non nul tel que h*Gy =
cnBo-

Remarque. Le théoréme 1.2 donne une intégrale premiere liouvillienne

a priori plus “simple” que celle de départ, il s’agit de la fonction
/ w
eop(Jm)

2. Formes réduites et intégrales premieres dans la classe de Nilsson
Nous démontrons dans un premier temps que les germes de 1-formes
holomorphes réduits possédant des intégrales premieres dans la classe
de Nilsson sont analytiquement normalisables. Nous donnons ensuite la

forme explicite de ces intégrales premieres.

2.1. Un théoréme de normalisation analytique

Soit U un polydisque centré en 'origine de C? et w = 0 une équation
différentielle réduite sur U. D’apres 1.1, les séparatrices de w forment
une hypersurface analytique S de U dont I’équation est, dans un systeme
de coordonnées adéquat, soit £ = 0 soit zy = 0.

Lemme 2.1. Une intégrale premiére Nilsson de w est une fonction mul-
tiforme sur U \ S.

Preuve. Soit X un ensemble analytique irréductible de U. Si X n’est
pas une séparatrice de w, il existe pour tout point p de X, un voisinage
V de p dans U arbitrairement petit et des coordonnées (u,v) sur V tels
que:

— la restriction de X & V est définie par v =0 ;
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— le feuilletage d’équation w = 0 restreint a V est colinéaire aux
niveaux de u.

Puisque le groupe fondamental (V' \ X, q), ¢ appartenant & V' \ X,
est engendré par les classes d’homotopie & extrémités fixes de lacets
a valeurs dans {u~(u(g))} \ X, on vérifie facilement en appliquant le
théoréme d’Hartogs que la restriction de l'intégrale premiére considérée
a V' \ X s’étend en une fonction holomorphe sur V.

Toute intégrale premiere Nilsson f de w est donc de la forme décrite
dans le théoreme 1.1. Il faut remarquer ici que le groupe de Poincaré du
complément de S étant abélien, le groupe de monodromie de f lui méme
est abélien. On vérifie par ailleurs facilement que les formes normales
formelles décrites dans le paragraphe 1.1 possédent toutes des intégrales
premieéres dans la classe de Nilsson.

Le théoréeme a démontrer s’énonce de la fagon suivante.

Théoréeme 2.2. Un germew de 1-forme holomorphe réduit possédant une
intégrale premiére dans la classe de Nilsson est analytiquement conjugué
a sa forme normale formelle.

Preuve. La preuve que ’on produit ici s’écarte sensiblement de la preuve
originale de [13], cette derniére reposant essentiellement sur le théoréme
d’approximation d’Artin.

Notons h le difféomorphisme d’holonomie de la séparatrice z = 0
évalué sur la transversale y = 1. Visiblement, h agit par composition
sur I'espace des déterminations de I'intégrale premiere f. Pour préciser
cette action, il est commode d’utiliser le formalisme des faisceaux.

Soit S 9 C {y = 1} le secteur défini par les deux conditions suivan-
tes :

zeC, o<z <e
largz — 6] < ¢,

oll € est un réel strictement positif et @ appartient & S* = R/27Z.
Désignons par V(f). ¢ 'espace vectoriel engendré sur S, g par les res-
trictions des déterminations de f (cet espace n’ayant de sens que si €
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est assez petit). Pour chaque 8 € S 1 considérons la limite inductive
V(o= lim V(Feo

La collection des V (f)g définit sur le cercle ST un faisceau V(f)g¢1 qu’il
parait naturel d’appeler faisceau des espaces vectoriels des germes sec-
toriels de déterminations de f. Tout élément g d'une fibre de V(f)q1,
par exemple V(f)g, admet une écriture de la forme

p
g(x) = Z a;(z)(logz) iz
i=1

ot les a; sont des germes de fonctions holomorphes, n; € Z, o;; € C et les
symboles logz et z* désignent les déterminations principales attachées
aux fonctions logzx et z¢.

Soit & : [0,1] — S! un chemin joignant le point 0 & un point § quel-
conque de S (muni de la “coordonnée” 6). Par prolongement analytique
des éléments de V(f)o le long de 4, on hérite d’un isomorphisme

Ms:V(f)o— V(fe -

Notons encore 8y, 'élément de S correspondant & 'argument de A/(0)
et soit &, un chemin dans S d’origine le point 0 et d’extrémité le point
). L’action ¢ du groupe H engendré par h sur la fibre V(f)g est définie
de la fagon suivante:
C:H— AutcV(fo
R — ((R™)

ou ((h™)(g) = (Mms, (9)) © B™. Adjoignons a I'image de ¢, notée Img,
le sous groupe G de AutcV(f)g engendré par tous les automorphismes
de la forme M;s ou 6(0) = 6(1) = 0. Le groupe G = (Im(, Gp) s’identifie
4 un groupe commutatif de matrices: en effet, V(f)g est un espace de
dimension finie et la monodromie de f est abélienne.

Lemme 2.3. Il existe un sous espace vectoriel non trivial E de V(f)o de
dimension au plus deuz invariant par G qui, modulo un changement de
coordonnées de la transversale y = 1, est de l'une des formes suvantes.
1. E =Vecte(z), v € C".
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2. E =Vectc(logz,1).

3. E=Vecte(z",1), v € —N.

4. E =Vectc(Mogzr +1/z",1), Ae C, n € N.

Preuve. L’existence de E résulte de la triangularisation de G. Pour
obtenir les descriptions énoncées, il suffit d’étudier I’action de G sur E
(voir [13] pour plus de détails).

Lorsque E est de la forme 1, 2 ou 3, on vérifie facilement que le
difféomorphisme A d’holonomie est linéaire, ce qui implique que le germe
w est analytiquement linéarisable. Dans le quatriéme cas, 1'invariance
de E entraine ’égalité

(Ms, (90)) o h =go +chn, cn €C

avec go(z) = Mogz + 1/2". On a alors

h*dgo = dgo
et par dualité
h.Xo = Xo
ol X désigne le germe de champ de vecteurs holomorphe
n+1
Xo- 29
Az™ —n Oz

D’apres [9], le difféomorphisme h est analytiquement normalisable. Il
en va de méme pour le germe w.

2.2. L’écriture explicite des intégrales premiéres dans la classe de Nilsson
L’objet de ce paragraphe est d’établir le

Théoréme 2.4. Soitw un germe de 1-forme holomorphe réduit possédant
une intégrale premiére f dans la classe de Nilsson et soit wy sa forme
normale formelle. La fonction f s’écrit alors de l'une des trois facons
sutvantes.

1. 81wy = pydz + qzdy,

Zal aPyh)log(zPy?)"i (zPy?) s
ot les a; sont holomorphes, n; €N, \; € C.
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2. Siwy = Aydr +zdy, A € Q,
fl@,y) =Y ailog(@y)" (@ y)h
i=1

OﬂniEN, a; €C et A; €C.
3. Stwy est résonnante non linéaire,

(1

ou P est un polynéme a coefficients complezes et g est le facteur
intégrant de wy (défini a constante multiplicative preés).

Remarque. D’apres le théoreme 2.2, w est analytiquement conjuguée a
wy. Par ailleurs, il est clair réciproquement que les fonctions décrites en
1, 2 et 3 sont des intégrales premiéres de wy dans la classe de Nilsson.

Preuve du théoréme.. Nous reprenons les notations introduites en 2.1.
Soient X un champ de vecteurs holomorphe sur la transversale y = 1

et {b1,...,b,} une base de I'espace vectoriel V(f)p. Rappelons que si
gls- .-, qn sSont n éléments de V(f)g, le wronskien Wx(g1,...,gn) de
g1,- .- ,9n par rapport & X est le déterminant de la matrice
a1 g2 T an
Xq Xg2 - TYgn
X(n—l)gl X(n_l)g2 e X(n_l)gn

qui est non identiquement nul si et seulement si les g; forment un systéme
libre de V(f)g. Reprenant la théorie classique de Fuchs, en développant

I'expression o
WX(Q) bl: b27 e 7bp)
WX(b17 bo, ... 7bp)

on obtient une équation différentielle linéaire & coefficients méromorphes

:0,

P
x®lg +y ap i XP g =0 (Ex)
i=1

dont ’espace des solutions est précisément V(f)o.
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Nous nous proposons dans ce qui suit de construire de telles équa-
tions différentielles & ’aide de dérivations invariantes par le feuilletage
F., d’équation w = 0. Pour cela, nous distinguons plusieurs cas.

1. La forme normale formelle wy s’écrit wy = pydz + grdy. L’intégrale
premiére zPy? est égale & zP en restriction a la transversale y = 1; elle
est invariante par le difféomorphisme d’holonomie h(z) = exp(2ir/p)z.
Compte tenu de ce qui a été rappelé précédemment, les éléments g
de V(f)o sont solutions d’une équation différentielle Ex, ou Xy est le
champ de vecteurs (r‘l)*(azﬁ/ 0z), r désignant la ramification z —— zP.
1l faut noter ici que Xy est invariant par h, i.e. h, Xy = Xp.

Lemme 2.5. Les coefficients a; de l'équation Ex, sont invariants par h.

Preuve. On a en effet
@ = Ni,Xo(blvbQ7 cee 7bp)
' WXo(blab27"' 7bp)

avec
b1 b . by
(iil) (i—zl) ) :. (i—zl)
Nix, = (-1)'Det X(()i—i-l)bl X(()i+1)b2 ‘ X(()i+1)bp
Xép) bl X(gp) b2 . X(gp) bp

En composant par h la premieére égalité, on obtient

_ Nin,x, (C(R) (1), C(R) (ba), - - , C(R)(Bp))
Wh.x, (C(R)(b1), C(h)(b2), ... , C(R)(by)

1

t
) 4ok = Ni x, (€(h)(b1), C(h)(b2), - - ., C(h)(bp))

T Wi (C(R)(01), C(R)(ba), -, C(R)(Bp))

Ceci montre que
(Det(Pr))Nix,(b1,02,. .. ,bp)

a; o h =
(Det(Pp))Wx, (b1,b2, ... ,bp)

:ai

oll Py, est la matrice de passage entre la base {b1,...,b,} et la base

{¢(h)(ba), ..., C(R)(bp) }-
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Ainsi chaque a; vérifie a;(x) = @;(2P), a; désignant une fonction
méromorphe. L’équation Ex, se redescend donc par r en une équation
différentielle linéaire dont les solutions sont aussi dans la classe de Nils-
son (r étant une application propre). On en déduit que tout élément g
de V(f)g est de la forme

n
> ai(a?)log(aP)i(zP)t .
=1
Puisque deux intégrales premieres coincidant sur un facteur transverse
coincident, on a démontré le point 1 du théoréme.

2. La forme normale wy s’écrit wy = Aydz + zdy, A ¢ Q. La fonction
zy est intégrale premiere et le difféomorphisme d’holonomie h a pour
expression h(x) = exp(2im/A)z. De fagon analogue au cas précédent, en
considérant le champ de vecteurs X = £d/0zx, on construit une équation
différentielle E'x, dont les coefficients sont constants (car invariants par
h). Par suite, tout élément g de V(f)q est de la forme

k
g=>Y eY'Pt)
|

ol les P; sont des polynémes et t vérifie X.t = 1. En choisissant ¢ = logz,
on obtient
k k
glx) = Zx}‘iPi(logx) = Zx’\iQi(logaz’\)
=1 i=1

olt les @; appartiennent a C[z].

3. La forme normale w; est résonnante non linéaire. D’apres le lemme
2.3, le sous espace vectoriel E de V(f)q (invariant par I’holonomie h) est
engendré par la constante 1 et I'élément gg de V(f)o d’écriture go(z) =
Mogz + 1/z™; par conséquent, le champ de vecteurs

xn—|—1 o
Tt — n 8z

est invariant par h. Puisque les orbites de ce dernier accumulent ’origine,

Xo

les coefficients de I’équation différentielle Ex,, sont encore constants et

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 30, N. 3, 1999



SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES HOLOMORPHES 261

tout élément g de V(f)g est de la forme

mn
g="Y_ % Pgo)
i=1

ol les P; sont des polynémes. On vérifie facilement que la croissance
modérée de I'intégrale premiere f impose que tous les A; soient nuls de
sorte que g = F,(go) avec P, appartenant a C[z].

La fonction gg est par construction la restriction d’une intégrale
premiére Nilsson Gy dont la monodromie est additive et telle que f =
P¢(Gop). Ainsi, il existe une fonction ¢ uniforme et méromorphe telle
que wy = @dGo. Ceci termine la preuve du théoréme puisqu’il est bien
connu qu'un tel facteur intégrant est en fait holomorphe.

3. Intégrales premiéres liouvilliennes et petits diviseurs

Dans ce paragraphe w désigne un germe de 1-forme holomorphe réduit
dont le 1-jet est holomorphiquement conjugué a zdy+ Aydx ou le nombre
caractéristique \ appartient 3 RT \ Q.

3.1. Quelques rappels

Le germe w est toujours formellement conjugué & sa partie linéaire
wy = ydz + Axdy. Ceci signifie qu’il existe une unité formelle % et un
difféomorphisme formel @Ab tels que 'on ait

@Ab*w = Uwy,.

De plus, puisque ;Ab envoie (formellement) les séparatrices de w sur les
séparatrices de wy, il est de la forme

$(@,9) = @en @9), yetal=0))
ot les 9; sont des éléments de Cllz, y]]-

Rappelons pour mémoire (nous ne 'utiliserons pas par la suite) que
w est analytiquement conjugué a sa partie linéaire si et seulement si A
satisfait la condition diophantienne de Brujno

i loy(qn—f-l)
an

< 00

n=1
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ol (Pn/qn)n>1 désigne la suite des réduites associée & la décomposition
en fractions continues de A ([5] et [14]).

3.2. Un théoréme de linéarisation
Il s’énonce de la fagon suivante.

Théoréme 3.1. Un germe w de 1-forme holomorphe réduit dont le nom-
bre caractéristique est irrationnel positif est analytiquement linéarisable
si et seulement s’il posséde une intégrale premiére liouvillienne.

Preuve. Notons 7 le facteur intégrant généralisé de w. D’apres [3] il est

d d F
n:a—x—kﬁ—q—l—d( >
z y

xm y'fL

de la forme

ol « et G sont des nombres complexes, m et n sont des entiers et F est
un germe de fonction holomorphe. On constate que
P du
n=vY'n——
U
est un facteur intégrant généralisé formel de wy qui est encore de la
forme

ot H est une série formelle.
Puisque la fonction g(x,y) = zy est facteur intégrant de w,, il vient

ce qui signifie qu’il existe une série formelle G telle que

. dr dy G

Ty T gl
ou encore que le quotient xm+ly”+1 / G est facteur intégrant de w)y. Dés
lors, le quotient 2™y"/ G est une intégrale premidre de wy et est donc
constant. On en déduit que

ﬁ__d'f_fi_y:/l(di"—)‘@)’ /J“E(C7
z y
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a savoir que 7}, donc 7, est a poles simples. Ainsi I'intégrale premiere
liouvillienne de w est dans la classe de Nilsson et w est analytiquement
linéarisable (d’apres le théoreme 2.2).

4. A propos de la classification des germes de difféomorphismes
résonnants

Le but de ce paragraphe est d’établir un résultat préliminaire concernant
les cocycles d’un difféomorphisme résonnant possédant une fonction in-
variante d’un certain type. Pour étre en mesure de 1’énoncer, il nous
faut d’abord rappeler comment on décrit la classe analytique d’un tel
difféomorphisme & partir de son espace d’orbites.

4.1. Espaces d’orbites et classes analytiques
Nous reprenons l'exposé de [7]. Il convient de distinguer deux cas.

1. Le cas tangent a l'identité. Tout germe h de difféomorphisme ho-
lomorphe tangent & l'identité est formellement conjugué & une unique
forme normale "

)
ou v est un nombre complexe et k un entier. Cette forme normale
possede un certain nombre de fonctions invariantes et il est important
de noter que ce qui suit dépend explicitement du choix de I’une d’entre

elles. Nous privilégions la fonction

— 1
Ff(Z) =z eXp (W) .

Soit j appartenant & {0,1, ..., 2k — 1}, on pose 0; = —7/2k + jr /k.
Notons encore V; les secteurs définis par

Vi={lzl <e b~ (; —8) < Arg(z) < 0;+ (7 — ) }

ou 6 est choisi correctement de sorte que les V; forment un bon recouvre-
ment du disque D, = {|z| < €}, € étant un réel positif arbitrairement pe-
tit. Soient FJQ ey F?kvl les déterminations de Fy sur Vp, ..., Vor_1

suivant la détermination principale du logarithme. On vérifie que FJ{
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identifie I’espace quotient V;/hs a une sphere de Riemann non séparée
notée S;. Pour obtenir I'espace des orbites de hy, on recolle les sphéres
S; comme suit : oo € Sy est identifié a oo € S; par l'identité, 0 € S est
identifié a 0 € Sp par l'identité, ..., 0o € Soi_o est identifié & oo € Soi 1
par l'identité et 0 € So;_1 est identifié & 0 € Sy par le difféomorphisme
0,(2) = exp(—2inv)z, monodromie de Fy autour de l'origine.

On obtient alors I'espace des orbites de h (formellement conjugué
a4 hy) en remplacant dans la construction précédente I'identité par k
couples

P = (gpgj,gog'}) € Diff1(524;0,00) 7 =0,1,....,k -1,

de difféomorphismes locaux de la sphere en (0, 00) tangents a I'identité
en chacun de ces points. Plus précisément, oo € Sp est identifié a
0o € 51 par ¢f°, 0 € S est identifié & 0 € Sy par gog, .o, 00 € Sop_o est
identifié & co € Sg;_1 par 935 o et 0 € Sg,_1 est identifié & 0 € Sp par
le composé g, o @8.

Compte tenu des choix faits', la classe analytique de h est déter-
minée par les cocycles “caractéristiques” ypg; définis modulo conjugaison
par un difféomorphisme global de la sphére de Riemann fizant l'origine
et Uinfini (c’est a dire modulo une homothétie y — ay oll a est un
nombre complexe non nul).

2. Le cas résonnant non tangent 3 Pidentité. Lorsque h'(0) = e%™/4, 1a
forme normale formelle est du type

- gh+1
hy = 2imelagyy (2T 0 )
1+ vzik 9z

On vérifie sans peine que h; est un ramifié de

I 2imqurtl 8
f=erp 1+ vuk %

ou u = x(z) = z7. Notons V le recouvrement de D, associé a Hy. Il
est formé de 2k ouverts sectoriels notés (V;);—=o,1,.. 2xk-1. Chaque V; =

I'Nous avons fixé une fonction invariante et la numérotation des sphéres.
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X*l(‘/}) est constitué de g secteurs disjoints échangés transitivement par

la rotation z +— e2™P/4; et ses itérés. La fonction?

(—v+mq) 1
Fr(z) = ™y @ eq?kuk

ol mp =1 (g) et m est un entier, sépare les orbites de hy sur 17] Ainsi
I'espace des orbites de hy s’obtient en recollant 2k spheres de Riemann
comme indiqué dans le cas 1, la monodromie de Fy étant ’homothétie

~2i7r( V;gnq )

ZH—e

De la méme facon, l'espace des orbites d'un germe h formellement
conjugué a hy s’obtient en remplagant I'identité dans les recollements
précédents par k couples

pa; = (3, 0%%) € Diff(Sa;; 0, 00)

avec j = 0,1,... ,k ~ 1. La classe analytique de A est encore donnée par
ces k couples définis modulo une action par un élément de C*.

4.2. Calcul des cocycles en présence de fonctions invariantes
Le résultat énoncé dans ce paragraphe et les hypothéses utilisées sont
justifiés & posteriori par la suite de notre travail (voir les paragraphes 5
et 6).

On se fixe un germe de difféomorphisme holomorphe résonnant A
réalisé sur un disque D, et on suppose qu'il existe une fonction f vérifiant
les deux hypotheses:

1. f est multiforme sur D} & monodromie additive.
2. foh(z)=af(z)+ [ ol «a et § sont des nombres complexes, a étant
non nul.

Le point 2 signifie précisément que la fonction f se factorise en une
fonction multiforme f; sur chaque sphere S; de I'espace des orbites de
h privée des deux pdles. Compte tenu des applications que nous avons
en vue, nous faisons les hypothéses supplémentaires:

3. Les seuls points critiques éventuels de f; sont l'origine et I'infini.

20n fait choix d’un logarithme sur Vi.
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4. f; est & croissance modérée en 'origine et a 'infini.
Fi

Proposition 4.1. Avec les notations précédentes et sous les hypothéses
1,2,8 et 4, on a lalternative suivante.

1. Le difféomorphisme h est analytiguement normalisable.

2. Les cocycles caractéristiques pg; de h sont soit des couples (id, 7’5‘].)
soit des couples (13;,1d) ot id désigne lidentité et les Tg; sont des
homographies To; ramifiées a un méme ordre n ne dépendant pas de
3.

Remarques. Une homographie ramifiée & 'ordre n n’est rien d’autre

qu'un difféomorphisme obtenu en “conjuguant” une homographie par

I’application qui & z associe z™. Par ailleurs, puisqu’ une base de ’espace

des déterminations de f pour 'action de h est donnée par le couple (1, f)

on constate qu’en jordanisant la matrice:

1 0
8 «
on se ramene & 'un des trois cas suivants:

1. foh=afsia#l.
2. foh=f+1.
3. foh=f.

La preuve qui suit montre alors que seul le troisieme cas est & méme de
produire des cocycles o, non triviaux (d’ot le titre du paragraphe).

Preuve de la proposition. Nous commencons par déterminer la fonction
[; pour chacun des trois cas précédents.

Lemme 4.2. Sur la sphére S; de lespace des orbites de h munie de la

coordonnée z; héritée de l'identification V;/h ~ S;, la fonction f; s’écrit
X+
L. fj=a5z nJ, oun; €Z eta; €C (cas 1).

0
3. fi= ajz? +bj, ot aj,bj € C et nj € Z (cas 3).

1
2. fj = ﬂlogzj +bj, ot bj € C (cas 2).

Preuve. Nous ne traitons que le premier cas, on procéde de fagon ana-
logue pour les autres. Soit A un nombre complexe tel que exp(2imA) =
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a. Puisque la fonction f;/ zj-‘ est uniforme et & croissance modérée en
lorigine et & l'infini, il existe un polynéme P et un entier m tels que:

5P

La dérivée f} de f; est de la forme:

fj = 27"z P ) + (m = NP(z))

Puisque les seuls points critiques éventuels de f; sont l'origine et 1'infini,
il existe un entier positif ou nul p et un nombre complexe ¢ tels que

ziP'(zj) + (m — \)P(z;) = cz} .

Les solutions polynémiales de cette équation différentielle s’écrivent:

c
N D
Play) = prm_ A7
et l'on obtient
_ ¢ At+(p—m)
fi= prm_ NI

Remarques. La fonction f est multiforme sur D} de monodromie affine.
Dans la suite, nous choisissons de faire agir cette monodromie au niveau
du recollement qui met en jeu 0 € So,_1 et 0 € Sy, 14 o I'éventuel
difféomorphisme o intervient.

Nous conservons toujours les mémes hypotheses et les mémes nota-
tions.

Lemme 4.3. Soit So; une sphére du chapelet des orbites de h avec j # 0.
Le point 0 € Sy; est identifié au point 0 € So;_1 par ‘ng et le point
oo € Sy; est identifié au point co € S9j41 par ©5;- Le cocycle pa; =
((,08]., ©55) s’il n’est pas trivial est de l'une des deux formes suivantes:

. . Toj

i gy = (id, Ty, )

.. noj .

ii. ) = (1", 1d)

L7 I . PN
ot 7'2].] désigne une homographie To; ramifiée a 'ordre |no;| € N.
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Preuve. Puisque les déterminations de f se recollent sur les secteurs
Vo;-1, Vo; et V3541, on a les relations suivantes:

{ F2;(9;(225-1)) = foj—1(z25-1)
fojr1(@5(wa;)) = fa;(way)
ol w; désigne la variable 1/z;.

Il n’est pas difficile de vérifier que pour les cas 1 et 2 ces relations
impliquent que le cocycle pg; est trivial. Nous nous attardons donc sur
le cas 3.

i. Supposons dans un premier temps que fo;(z9;) = agjz;;j + bo; o1
ag;, bo; sont des nombres complexes et ng; est un entier positif. Il vient:

0 ; N1
ag;(p2;(22j-1))"% +ba; = ag;_129,77" + bo;_1 -

Ainsi gogj est l'identité , ag; = ag;_1, boj = baj_1 et ng; = ngj;_1.
En considérant la seconde égalité, on obtient:
1

agi+1 — + boj11 = a9y + b2y
(1955 (woy)) 2+ (wo;) %
On a alors agj1 = ag;, noj = noji et
oo N ey N w5
w5 (W) = Ty (way) = boj~boji1 o\ M2
225772541 ()0 T2
(1+ inj (’UJQ]) 3)

ii. Le cas oll ng; est négatif, qui se traite de fagon analogue, conduit
a l'assertion ii. du lemme.
Il ne nous reste qu’a déterminer le cocycle gg.

Lemme 4.4. Le cocycle ¢y = (cp8,<p8°) correspondant ¢ la sphére Sy
du chapelet des orbites de h, s"iz:l n’est pas trivial, est de 'une des deur
formes sutvantes:

i. o = (id, 74°)

i. o = (13°,1d)

ot Tgo désigne une homographie 19 ramifiée a lordre |ng|.

Preuve. 1l suffit de reprendre la démonstration du lemme précédent en
tenant compte toutefois de la modification suivante: les relations liant
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les déterminations de f sur Vor_1, V et V1 s’écrivent désormais:

{ folow 0 pd(zak-1)) = Afor_1(2261) + B
J1(py (wo)) = folwo)

ol A et B sont des nombres complexes. Ces relations se traduisent
notamment dans le cas ng positif par:

T,
ag(o, 0 @Q(z2k-1))" + by = Alagk-1297"7" +box_1) + B
1 1
N (G lugy + 01 = 207y + b0
Ceci acheve la preuve de la proposition 4.1 modulo la remarque qui suit.

Remarque. On vérifie facilement que tous les entiers n; sont égaux a
un méme entier relatif n. Cet entier mesure le défaut d’injectivité de la
fonction f sur les orbites de h. Lorsque f est injective, on a évidemment
n = =+1.

5. Formes résonnantes dégénérées et intégrales premieres liou-
villiennes

Dans ce qui suit w désigne un germe de 1-forme holomorphe résonnant
dégénéré de forme normale formelle

wp = oy — y(1 + pz®ydz

On suppose que w possede un facteur intégrant généralisé n et n’est
pas analytiquement isomorphe a wy. Notons encore h le difféomorphisme
d’holonomie de la séparatrice z = 0 de w évalué sur la transversale y = 1.

5.1. Calcul des cocycles de ’holonomie
Nous avons déja constaté que la 1-forme Gy obtenue en restreignant la

forme fermée
w

exp(f )
a la transversale y = 1 vérifie: h*Gy = cpfp ou ¢, est une nombre
complexe non nul. Fixons pour la suite un point base * appartenant
a un disque D. ou l'on réalise simultanément les germes étudiés. La
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fonction f définie par:
@ = [ Ao
satisfait évidemment f o h = cpf + dp, ou dp, appartient a C.

Remarque. Puisque h est dans le cas présent tangent & I'identité, la
constante cp, est nécessairement égale a 1.
Lemme 5.1. La fonction f est multiforme sur D} 4 monodromie affine.

Preuve. Il suffit de remarquer que la 1-forme [y est & monodromie
multiplicative.
On a par ailleurs le résultat suivant.

Lemme 5.2. La forme 1,,—1 posséde un péle d’ordre k +1 a Uorigine.

Preuve. Notons v:@(x, y) = (z, @(x, y)) le difféomorphisme formel tel que
V(@ dy — yP(z)dz) = Tw

ol U est une unité formelle et P un polynoéme de degré inférieur ou
égal & k tel que P(0) # 0 (cf [6]). La forme normale z*+1dy — yP(z)dz
possede deux facteurs intégrants généralisés: m = (k+ 1)dz/z+dy/y et
my = (k+ 1)dz/z + P(z)dz /. On a donc deux égalités

dz d¢ di w
k 1)— — T < = =
(k+1)—+ 5 @ n=p ()1
k+1z* + Pz du w
: :)vk+1 ()dx~§—n=u2§, (+)2

oulg= xk+1$ est le facteur intégrant formel de w et p1 et o sont des
nombres complexes. Distinguons deux cas.
1. Si puq # 0, on obtient en restreignant (x); a la transversale y = 1,

dr  dg(z,1) di(z,1) B v(z)dz
z 0 ey wen T Mg

(k+1)

ol g(x,l), t(z,1) et v(z) sont des unités formelles. Ceci montre que

N/y=1 admet un pole d’ordre k + 1.
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2. Si pp =0, on s’intéresse a (x)y. Lorsque g = 0, la conclusion est
évidente. Supposons donc ug # 0. En combinant (x); et ()9, il vient

Pz), dp  w
zh+1 dz ~ ? - MkaJrl;b

ce qui signifie que
V" (2" dy — yP()de) = pow
ou encore que 'unité formelle u est constante. Dans ce cas, n = 1;*772.

Remarque. La 1-forme [y s’écrit

Bo = u(t)t“texp <%2—> ...exp (%) dt

ol u est une unité holomorphe et les o; sont des nombres complexes,
o1 étant non nul.

La fonction f se factorise sur chaque sphére S; du chapelet des or-
bites de h en une fonction f; multiforme. Compte tenu de I’écriture de
Bo, les seuls points critiques éventuels de f; sont l'origine et I'infini.

Il nous faut désormais controler la croissance de f; au voisinage des
poles de 5.

Lemme 5.3. La fonction f; est d croissance modérée a Uorigine et en
Vinfini.
Preuve. Il suffit de s’assurer que la limite du module |f;(z;)| existe
lorsque l'on fait tendre z; vers l'origine ou vers Uinfini.

On constate que:

1. La fonction

f(z) = /*Z Bo = /*Z u(t)t*lexp (%2) ...€xp (a:]_:1> dt

tend vers une limite finie (resp. vers I'infini) lorsque z tend vers I'origine
dans la partie iR(akH/zk) < 0 (resp. dans la partie R(axy1/2%) > 0) de
D..

2. Le point z; de S; tend vers l'origine (resp. vers linfini) si et

seulement si le point z de V; tend vers l'origine dans le secteur R(1/z%) <
0 (resp. R(1/z%) > 0). ’
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11 suffit donc pour prouver le lemme de montrer que le nombre com-
plexe ay.y1 est réel. Supposons par I'absurde qu’il existe une branche de
I'ensemble $(1/2z¥) = 0 contenue dans un secteur S ol R(ay11/2F) est
strictement négatif. Compte tenu de la dynamique de h dans S et de
la relation f o h = f + dj, on peut étendre f en une fonction holomor-
phe & décroissance exponentielle d’ordre k sur un secteur d’ouverture
strictement supérieure & 7/k. D’apres le lemme de Watson ([11]), ceci
implique que f est identiquement nulle, ce qui n’est pas le cas. Ainsi
les branches de I’ensemble ](1/2*) = 0 coincident avec les branches de
I'ensemble R(ap+1/ 2") = 0 et a1 est un nombre réel.

Les hypotheéses 1,2,3 et 4 de la proposition 4.1 sont finalement véri-
fiées. Les cocycles de h sont donc du type décrit dans I’énoncé de cette

derniére.

5.2. Rappels sur la classification par espace des feuilles
Nous expliquons comment obtenir la classe analytique d’un germe w de
1-forme holomorphe résonnant dégénéré de forme normale formelle

wyp = mk'i'ldy —y(1+ pxt)dz .

Nous reprenons une nouvelle fois ’exposé de [6]. La démarche est ana-
logue & celle suive en 4.1.
On introduit les secteurs W; définis par

™ s
Wy = { el <& 0 -} P

k——6)<Arg(m)<0j+(

8) }

&

ou 0; = —7/2k + jw/k et j appartient & ensemble {0,1,...,2k — 1}.
Sur chaque produit W; x D, les feuilles du feuilletage F,, d’équation
w = 0 s’identifient aux courbes d’équation

y = cx’exp(—1/kz")

oll ¢ est un nombre complexe. En particulier, I'espace des feuilles de
la restriction F; de F,, & W; x D, s’identifie & la droite complexe. La
classe analytique de 1’équation w = 0 est caractérisée par k cocycles

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 30, N. 3, 1999



SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES HOLOMORPHES 273

Yo, Y2, ..., Y2p_2 ol chaque 19; est un couple noté3

o = (99, 95) ,
formé de transformations isotropes associées respectivement a la partie
R(zF) < 0 et %(zF) > 0 du secteur Wy;. 1l résulte de la proposition
6.1 de [6] que les 135 sont des translations (des homographies si l'on se

place a linfini) et les wg ; sont des difféomorphismes locaux en l'origine
tangent a Pidentité.

Remarque importante. L’équation w = 0 admet une solution analytique
y = u(z) avec u(0) = 0 si et seulement si toutes les homographies 93
sont I'identité.

L’un des résultats clé pour la suite est le suivant (cf. [6]).

Théoreme 5.4. Soit w un germe de I-forme holomorphe résonnant
dégénéré de forme normale formelle wy. L’équation w = 0 est une
équation de Riccatti si et seulement si les éléments ng des cocycles
o; sont des homographies.

Précisons pour finir les liens qui unissent les cocycles 1o, relatifs a
wy et les cocycles o, relatifs a hy.

A tout cocycle gogj (resp. 9053) correspond un cocycle sectoriel ng
(resp. w$?) défini sur le secteur V5; = V5; N (:(z*) < 0) (resp. V;; =
Vo N (M(z*) > 0)) de la transversale y = 1. Notons p 'application

1
z — p(x) =z exp (m) .
On démontre alors que:
1. Papplication p induit un isomorphisme de groupes entre 1'ensemble
des cocycles sectoriels ng sur V2; et I’ensemble des cocycles ng.

2. Sur un secteur V2—;v Papplication p n’induit plus un isomorphisme:
elle identifie I’ensemble des cocycles w;cj’. 4 un sous groupe a un parametre
de I’ensemble des cocycles sectoriels w355

5.3. Interprétation: le lien avec les équations de Riccati
Voici le résultat

3par analogie au cas des difféomorphismes
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Proposition 5.5. Un germe w de 1-forme holomorphe résonnant dégéné-
Té possedant un facteur intégrant généralisé et qui n’est pas analytique-
ment isomorphe & sa forme normale formelle wy est holomorphiquement
conjugué o un germe w de l'un des trois types suivants.
1. w=2""dy + (a(z)y + b(x))dz ot a(0) # 0 et b(0) = 0.
2. w =" dy + (a(x)y? + b(x))dz on b(0) # 0 et a(0) = 0.
3. w= 2" dy + (a(x)y™ + b(z)y)dz ot b(0) £ 0 et a(0) = 0.
Preuve. 1. Supposons dans un premier temps que les cocycles de h sont
de la forme
P25 = (5, 05;) = (id, 737)

ol les m; sont des homographies. Dans ce cas les éléments ng des
cocycles 19, sont réduits a I'identité et compte tenu du théoréme 5.4,
Péquation w = 0 est holomorphiquement conjuguée & une équation de
Riccati

wi = 2" Ny + (a(z)y? + b)Y + c(x))dz .
En considérant l'application x(z,y) = (x,1/y), on obtient une nouvelle
équation de Riccati

we = yix*w = —2"dy + (a(z) + b(z)y + c(@)y?)dx

pour laquelle les nouveaux éléments 11)33’. sont l'identité. Il en résulte
que I’équation w9 = 0 possede une séparatrice analytique y = u(x), avec
u(0) = 0.

Lemme 5.6. Le changement de variables

ramene ’équation w1 = 0 & une équation
w=(1+ u(m)y)zx*wl =0
qui est linéaire en y.
Preuve. C’est un calcul élémentaire laissé au lecteur.

2. Supposons désormais que les cocycles de h soient de la forme
25 = (125, 1d)

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 30, N. 3, 1999



SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES HOLOMORPHES 275

ou les 7o; sont des homographies. Nous allons montrer que 1'équation
w = 0 est holomorphiquement conjuguée a une équation de Riccati
possédant deux séparatrices analytiques.

Pour ce faire, considérons une équation linéaire w1 = 0 ayant pour
cocycles des couples (id, zﬁgj-). Cette équation possede une intégrale pre-
miére liouvillienne (c’est la méthode de la variation de la constante) et
les cocycles du difféomorphisme hi d’holonomie de w; sont des couples
(id, @7}‘2";) ou les zzgj sont des homographies. La correspondance Y55
zbg;’. réalise ici un isomorphisme de C dans C et on peut trouver 1/)‘2";
tels que ¢§‘; = 79;. Ainsi I’équation w = 0 est analytiquement conjuguée
a Iéquation de Riccati obtenue en transformant l’équation w; = 0 en
w =y’ X w1 =0 ol X(x,y) = (x,1/y).

3. Considérons maintenant le cas ol les cocycles de h sont de la forme
0 .
P25 = (925, ¥5;) = (135, 1d)

ou les Tg; sont des homographies 79; ramifiées a un certain ordre n ne
dépendant pas de j.

Soit w; 'équation linéaire dont le difféomorphisme d’holonomie hq
a des cocycles de la forme (id,7o;). Posons xn(z,y) = (z,1/y"). La
forme w1 donne naissance par image réciproque & une forme résonnante
dégénérée

W= v Yiw, =z dy — ! (a(x)y + b(a:)y"“) dx
= n " n '

Notons h le difféomorphisme d’holonomie de w.
Lemme 5.7. La forme w posstde un facteur intégrant généralisé n qui
s’écrit
dy
n=m+(n+ 1)?

ou 1y désigne le facteur intégrant généralisé de wi. On a de plus
—1
B=—0F
n
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en notant B (resp. B1) la restriction a la droite y = 1 de la forme

w w1
exp(f ) <Tesp " ezp(f 771)) '
Preuve. Il s’agit 14 encore d’un calcul tout a fait élémentaire.

On déduit de ce lemme que la fonction f; primitive de 3 est inva-
riante par les deux difféomorphismes d’holonomie hy et h. Puisque les
cocycles de hi sont des homographies, la fonction f; est injective sur
les orbites de ce dernier. Par contre fi est de degré n sur les orbites de
h: en effet f° 1(c) est constitué d’une unique orbite de h; c’est & dire
de n orbites de h. On vérifie alors facilement que les cocycles de h sont
précisément les couples |

po; = (135,1d) .

4. Le cas restant, & savoir celui ou les cocyles de h sont de la forme
po; = (id, 79;)

les Tg; étant des ramifications d’homographies, ne se produit pas. En

effet, Nous avons déja épuisé dans le cas 1 toute 'image de la corres-
pondance

5.4. Exemples: variations sur I’équation d’Euler

1. Elle s’écrit w = z2dy — (y+ z)dz = 0. Son facteur intégrant généralisé
est la forme méromorphe
_2rx+1

dz .
.1,'2

En intégrant ’équation par la méthode de la variation de la constante,
on obtient l'intégrale premiere

y=e /T (/ ﬁel/tﬁ—C)
0t

qui est bien liouvillienne. Notons que le changement de variable 1/t —
1/x = —(/x ramene cette derniere équation &

.
_ ¢/a
Y /0 © T 1-¢
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qui n’est autre que la resommée Borel - Laplace de la série d’Euler:
u(z) = Z(n — Dlx™ .
n>1

La fonction invariante f est la restriction de I'intégrale premiere a la
transversale y = 1, i.e.

z

flz) = el/? —/ fl—tel/t.

o t
2. Considérons maintenant la forme w = 2z2dy+y(1 +zy?)dz = -y?’xgw
ou xo(z,y) = (z,1/ y%). Notons n le facteur intégrant généralisé de w, il
s’écrit:

2r + 1 3d
+ dcc+——y.

n= 2

La restriction de la forme fermée
w
exp(f 1)
a la droite y = 1 s’écrit
 (I+z)dx

Bo = 2e-1/x
Par conséquent, la fonction invariante - notons la encore f - primitive
de la 1-forme B, nest rien d’autre que la fonction invariante associée a
I'équation d’Euler (au signe pres).

6. Le cas des formes résonnantes non dégénérées
On s’intéresse ici a un germe w de 1-forme holomorphe résonnant non
dégénéré de forme normale formelle

wy =p(L+ (= 1)(@"y")*)ydz + g(1 + p(aPy?)*)edy

possédant un facteur intégrant généralisé n. Dans la suite, on suppose
w non analytiquement isomorphe & wy.

6.1. Calcul des cocycles de I’holonomie

Notons h le difféomorphisme d’holonomie de la séparatrice z = 0 de
w évalué sur la transversale y = 1. Nous commencons par établir un
analogue du lemme 5.2.
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Lemme 6.1. La forme 7/,—1 posséde un péle d’ordre pk +1 en lorigine.

Preuve. Notons ;/) et U le difféomorphisme formel et I'unité formelle tels

que
YW = Uwy .
Puisque la 1-forme formelle
A~ du
v+ —
U

est un facteur intégrant généralisé de wy, il existe un nombre complexe
v qui est non nul et qui vérifie
P + @ dor s
u gr gf
ou gf(z,y) = (zy)(zPy?)* désigne le facteur intégrant de wys. En res-
treignant 1’égalité précédente a la transversale y = 1, on obtient le

résultat.

Exemple. Il sera repris a la fin du paragraphe 6.2. Le germe w =
y(1 + z)dx + (1 + ¢ — xy)dy admet pour facteur intégrant généralisé la
forme — i
Y Y
N = —5—5—(zdy +ydx) — —
z2y? 7
dont la restriction & la droite y = 1 est
2r+1
NMjy=1= —x"Q_dl'
Comme précédemment, on considére maintenant la fonction f définie

par .
s = [

ou * est un point base fixé et Gy désigne la restriction de la forme
w

b= o)
a la transversale y = 1. La fonction f vérifie par construction: f o
h = cpf + dp ol ¢, et d;, sont des nombres complexes. Notons une
nouvelle fois f; la fonction multiforme induite par f sur la sphere S; du
chapelet des orbites de h. En reprenant les mémes arguments que dans
le paragraphe 5 et compté tenu du lemme 6.1, on montre que f; est
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encore & croissance modérée a l'origine et & Vinfini. On peut appliquer
la proposition 4.1 et déterminer ainsi les cocycles de h.

6.2. La réalisation effective des cocycles
Le but ici est d’expliquer comment décrire des formes résonnantes possé-
dant un facteur intégrant généralisé pour lesquelles les cocycles de h sont
fixés.

Considérons tout d’abord le cas ot p = ¢ = 1. La forme normale
formelle wy s’écrit

wr =1+ (u— (@y)*)ydz + (1 + p(zy)*)zdy .

Proposition 6.2. Soit w un germe de 1-forme holomorphe résonnant de
forme normale formelle wy (0t p = q = 1) possédant un facteur intégrant
généralisé et soit h le difféomorphisme holonomie de la séparatrice x = 0
de w. Le germe w est holomorphiquement conjugué au germe en (y =

0,5 =x/y =0) de l"éclaté divisé d’un germe w résonnant dégénéré

e de type 1 si le cocycles de h sont des couples (id, T9;)
e de type 2 si les cocycles de h sont des couples (o5, id)
o de type 3 si les cocycles de h sont des couples (Tﬁlj,z’d)

(les notations étant celles de la proposition 5.5)

Preuve de la proposition. Supposons dans un premier temps que les
cocycles de h soient du type (id, o). Soit

w = 2Py + (a(x)y + b(x))dz, b0)=0, a(0)#£0

I’équation linéaire correspondante et soit m(s,y) = (sy, y) le morphisme
d’éclatement de l'origine. On a

*

~ ™ W
w =

= s(sPy? + a(sy) + sb(sy))dy + y(a(sy) + sb(sy))ds

ou 'on note b = zb. Le germe &y.de & en (0, 0) est résonnant. L’holono-
mie h de la séparatrice z = 0 de w est holomorphiquement conjuguée a
Iholonomie hg de la séparatrice s = 0 de @y. Ceci signifie encore que h
et ho sont holomorphiquement conjugués.
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On procede de fagon analogue dans les autres cas. Les détails sont
laissés au lecteur.

Il ne reste plus qu’a réaliser les cocyles du type (id, 'rg”j). Pour ce
faire, on procede de la facon suivante. Soit w un germe de 1-forme holo-
morphe résonnant dégénéré dont les cocyles sont (Télj, id). En éclatant w
comme précédemment, on obtient un germe &g de 1-forme holomorphe
résonnant dont le difffomorphisme d’holonomie attaché & la séparatrice
s = 0 a pour cocyle ('rg”j, id).

Lemme 6.3. Avec les notations introduites, les cocycles du difféomor-
phisme d’holonomie kg de la séparatrice y = 0 de Wy sont (id, 'rg”j).
Preuve. Le germe &, de l'éclaté de w en £ = 0 et ¢ = y/x = 0 est une
1-forme résonnante dégénérée possédant deux séparatrices analytiques.
Les cocycles du difféomorphisme k., de la séparatrice z = 0 sont donc
du type (gogj, id). Un raisonnement simple sur les chapelets de spheres*
montre que, compte tenu de 1'égalité kg = ko_ol, les cocycles de kg sont
nécessairement de la forme (id, 903‘;-). Par ailleurs, 'application de Dulac
associée & Wy produit un isomorphime entre les espaces d’orbites de hg
et kg. Les cocycles de hq étant (ng, id), on en déduit que I'isomorphisme
considéré consiste & échanger les poles de chaque sphere. Ainsi 5 = 'rgj.

11 suffit maintenant, pour obtenir un germe w tel que les cocycles de
I’holonomie de la séparatrice x = 0 soient du type voulu, de faire subir
a Wy la transformation (s,y) — (y, z).

Nous dirons dans la suite qu'un germe w de 1-forme holomorphe
résonnant est de “type (p,q)”, p et g étant deux entiers positifs premiers

entre eux, si sa forme normale s’écrit

wy = p(1+ (1 — D)(@Py?)*)yde + g(1 + p(aPy?)F)zdy -
Notons par ailleurs xp , Papplication qui & (z,y) associe (zP,3%). On a
le résultat suivant.

Proposition 6.4. Soit wg un germe de I1-forme holomorphe de type (1,1)
possédant un facteur intégrant généralisé ng. On suppose les cocycles de

4nous avons déja utilisé implicitement cette propriété dans le paragraphe précédent
pour “retourner” les cocycles d'une équation linéaire avec second membre et obtenir

les cocycles d’une équation de Riccati.
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son holonomie hg non triviauz. La forme

_ Xp,gWo

- a;P“l'y(I*l
possede alors un facteur intégrant généralisé n et les cocycles de son ho-
lonomie h sont obtenus en ramifiant les cocycles de hg par Uapplication
z — P9,

Il est ainsi possible de réaliser les cocycles “ramifiés” par certaines

formes de type (p, q).

Preuve de la proposition. Soit fy (resp. f) la fonction invariante de hg
(resp. h) primitive de la forme

ezp(f 10) P eap(fm)

restreinte a la droite y = 1. Un calcul élémentaire montre que fo(xP) = f.

Lemme 6.5. Si fy est de degré n sur les orbites de hg, f est de degré
npq sur les orbites de h.

Preuve. Puisque le niveau fy = ¢ est constitué de n orbites de hyg, le
niveau fo(z¥) = f = c renferme np orbites du difféomorphisme ¢ tangent
a l'identité ramifié de hg par x — zP. On a par ailleurs

h— (€2i7r/p¢)q ]

Les np orbites de ¢ donnent naissance a np orbites de exp(2ir/p)¢ donc
a mpq orbites de h, d’ou le résultat.

Le chapelet des orbites de hg est constitué de 2k spheéres S; munies
des coordonnées z; et recollées par les cocycles ¢g;. Pour construire le

chapelet des orbites de h, on considére les 2k sphéres S; munies des

pq

coordonnées (; = z; " recollées par les cocycles 1h9; ramifiés des cocycles

2, a l'ordre pq.

Un algorithme de réalisation des cocycles. On dispose en fait d’un algo-
rithme tout & fait général permettant de construire des formes résonnan-
tes de type (p, q) possédant des cocycles donnés de la forme (135, d) ou
(id, 73;). Sa mise en évidence résulte des constatations suivantes. Fixons
un germe w de 1-forme résonnante de type (p,q). Dans un systéme de
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coordonnées.adéquat, w s’écrit
w=p(l+ ukb(x, Y))ydx + qzdy

ol u = 2Py? désigne la variable résonnante et b est une unité holomorphe
(se référer & [7]). On observe alors que I’éclaté divisé & de w admet au
voisinage de lorigine de la carte (s = y/x,y) et aprés renormalisation
par (z,y) — (s,y) le méme type d’écriture, a savoir

& = p(1 + @bz, y))ydz + (p + g)zdy

ol U = 2PyP 79 et b est une unité.

Par construction les difféomorphismes d’holonomie des germes w et
(v associés a la séparatrice £ = 0 sont analytiquement conjugués, ce qui
implique qu’ils ont méme espace d’orbites. Pour des raisons analogues
4 celles invoquées plus haut, on constate que ce dernier est obtenu a
partir du chapelet de shéres associé au difféomorphisme d’holonomie de
la séparatrice y = 0 en inversant les p6les de chacune des sphéres. Notons

par ailleurs ag, ... ,a, les entiers apparaissant successivementdans la
décomposition en fractions continues du rationnel ¢/p, i.e. a; = Entfz;]
ol
1
Tj= ————
Ti-1—Gi1
et zg = q/p.

L’algorithme cherché est le suivant: partons d’un germe w de type
(1,1) écrit sous la forme

w= 1+ ukb(x, y))ydx + xdy

avec des cocycles d’holonomie prescrits du type (795> id) ou (id, 75%) (que
I’on sait réaliser effectivement d’apreés la proposition 6.2 et le lemme 6.3).
La premiere étape consiste a éclater a,, fois w suivant la procédure décrite
ci-dessus pour obtenir un germe w, auquel on applique la permutation
(z,y) — (y,z). On recommence ensuite cette opération en remplacant
a, par a,_i puis a,_1 par a,_s et ceci jusqu’a ce que 'on soit amené
3 considérer I'entier ag. On termine alors en éclatant aq fois le dernier
germe calculé. On vérifie que I'on a bien ainsi construit une 1-forme
résonnante de type (p, q) réalisant les cocycles donnés.
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Terminons ce paragraphe par un exemple, il est obtenu en éclatant
Péquation d’Euler

w = z2dy — (y + z)dz = 0.
En posant 7(t,y) = (ty,v), il vient

- T™w
w=—

=t(1+ 1t —ty)dy + y(1 + t)dt.

Les singularités sont données par y = 0 et ¢ = 0 ou t = —1. En (0,0),
la singularité est résonnante non dégénérée de type (1,1). Le 1-jet de
weny=0,u=1+t=0est —(u+ y)dy. Puisque I"équation d’Euler
n’a qu'une seule séparatrice, le noeud col (v = 0,y = 0) n’a pas de
séparatrice sortante. Il n’est donc pas normalisable analytiquement.
On en déduit que la singularité résonnante non dégénérée (t = 0,y = 0)
n’est pas analytiquement normalisable. On vérifie facilement que

est un facteur intégrant généralisé de .

7. Remarques a propos d’un énoncé de type Galois

Nous nous proposons de donner dans ce dernier paragraphe quelques
idées qui pourraient permettre de resituer les résultats obtenus précé-
demment au sein d’une théorie de Galois pour les germes d’équations
différentielles holomorphes non linéaires du premier ordre. Nous nous
limitons pour simplifier I’exposé & des germes de difféomorphismes ho-
lomorphes tangents & I’identité. On procederait de facon analogue pour
traiter les cas résonnants généraux. Nous reprenons les notations intro-
duites dans le paragraphe 4. Il semble naturel de proposer la définition
suivante.

Définition. Soit A un germe de difféomorphisme holomorphe tangent
a l'identité dont les cocycles o;, éléments de Diff;(S;0,00) (S est la
sphere de Riemann), sont notés pg; = (gogj,gog‘;-) pour j =0,...,2k —
1. Le pseudo-groupe de Galois de h, Gal(h), est le pseudo-groupe de
Diff(:5;0,00) engendré par les oo; et les homothéties.
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Le pseudo-groupe Gal(h) contient deux groupes de germes de difféo-
morphismes holomorphes Galg et Gal,, engendrés respectivement par les
cpgj et les homothéties et les @35 et les homothéties. Si les cocycles de
h sont du type ('rgj,id) ou du type (id, 'rgj) le pseudo-groupe Gal(h) se
réduit & I'un de ces deux groupes et il est résoluble.

Si I'on suppose maintenant que Gal(h) est résoluble, il est raison-
nable de demander que Galp et Gal,, le soient. Il est bien connu que
tout groupe résoluble de germes de difféomorphismes holomorphes est
formellement conjugué a une ramification d’un groupe d’homographies
([4]); dans le cas présent ce résultat peut étre précisé.

Lemme 7.1. Le groupe Galy (resp. Gal,,) est résoluble si et seulement si
les composantes cpgj (resp. 55 ) sont des homographies ramifiées a un
ordre ng (resp. ny,) ne dépendant que de h.

Preuve. Nous raisonnons sur Galy que nous supposons résoluble. Soit
@ un élément de Galg tangent a I'identité et 7, ’homothétie z —— az.
Le composé ¢, = To0¢0T, ! est encore tangent & I'identité et commute
avec . En écrivant

~ .0
o) = expf(2) 5

ol f est une série formelle d’ordre deux, on obtient

14 0
z) = exp~flaz)+ .
¥a(2) = exp—flaz) 5
Dire que ¢ et ¢, commutent équivaut a dire que les champs formels
logarithmes de ces difféomorphismes sont proportionnels, i.e. il existe

un nombre complexe A tel que

~ 0 Aa 0

f(Z)E); = Ef(az)gg :
On vérifie facilement que si 7, est une rotation d’angle irrationel ? doit
necessairement étre un mondéme, ce qui implique le résultat.

Supposons dans un premier temps que ng = Ny. Quitte a déramifier
le pseudo-groupe Gal en changeant la variable z de S par 210 on se
rameéne 2 la situation ou Galg et Gal,, sont des groupes d’homographies.
On constate alors que Gal(h) est résoluble si et seulement si soit Galgy
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soit Galy, est trivial: en effet le groupe de PSL(2; C) engendré par une
homographie et une translation n’est pas résoluble. Si maintenant ng
est différent de n,.,, on vérifie que I'algébre de Lie engendrés par les
champs de vecteurs rationnels logarithmes des composantes cpgj et p3;
des cocycles de h ne peut étre résoluble puisque de dimension infinie.
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